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Pour adoucir ces oscillations, l’idée est de faire la moyenne
des f1(k) pour k variant de 1 jusqu’à n : [f1(1)+f1(2)+..+ f1(n)]/n,
c’est ce que l’on nomme la moyenne de Cesàro s1(n) de la
suite f1(n).On obtient alors une nouvelle suite qui ne converge
toujours pas, mais qui varie cette fois dans un intervalle plus
étroit.En recommençant ce procédé de moyenne, on obtient
des suites qui varient dans des intervalles de plus en plus
étroits et B. Flehinger a démontré en 1966 que l’intervalle
qu’on obtient en poursuivant ces calculs de moyennes de
moyennes s’approche, à l’infini, de la valeur attendue, soit
log10(1 + 1/1) = log10(2).

Pour les autres chiffres, le constat est analogue et donc,
dans le sens très particulier des moyennes itérées de Cesàro,
on peut dire que la fréquence des nombres commençant
par c dans l’ensemble de tous les entiers est log10(1 + 1/c).

D’autres méthodes de ce type permettent d’attribuer une
« mesure » (une fréquence) à l’ensemble des nombres entiers
commençant par 1 (ou 2, ..., ou 9).Toutes celles connues et
possédant des propriétés raisonnables (par exemple que
l’ensemble des nombres pairs ait pour mesure 1/2) condui-
sent au même résultat et accordent à l’ensemble des nom-
bres entiers commençant par c la mesure log10(1 + 1/c)
conforme à ce que dicte la loi de Benford. On peut interpré-
ter ces résultats comme la démonstration que la suite des
entiers 1, 2, 3, ..., n, ...vérifie une forme « faible » (à la Cesàro)
de la loi de Benford, et que c’est pourquoi les numéros de
rues satisfont à peu près la loi de Benford.

Lorsqu’on utilise ces mesures, on constate que le quo-
tient de la densité des nombres premiers commençant par c,
sur la densité de tous les nombres premiers est exacte-
ment log10(1 + 1/c). Les nombres premiers qui au sens de
la fréquence ne suivent pas la loi de Benford (car il n’y a
pas convergence de la fréquence) la vérifient donc au sens
de ces mesures.

Aussi merveilleux que soient ces résultats, ils ne suffi-
sent pas à expliquer tous les cas concrets où les données
statistiques sont conformes à la loi de Benford. Il faut trou-
ver d’autres explications.

Invariances et mélanges
Les statisticiens se sont longtemps étonnés : la loi de Ben-
ford est satisfaite pour les longueurs des fleuves quand on
mesure celles-ci en kilomètres, mais aussi quand on les mesure
en miles ou avec n’importe quelle unité de longueur. Cette
invariance par multiplication des données par une constante
a été étudiée et Roger Pinkham a démontré en 1961 que la
seule loi sur les mantisses invariante par multiplication (la
probabilité que la mantisse de x soit comprise entre a et b est
égale à la probabilité pr que c fois la mantisse de x soit com-
prise entre a et b : pr(a < mantisse (x) < b) = pr(a < c � man-
tisse (x) < b)) est la loi de Benford.

En clair, s’il existe une loi pour les mantisses et que,
comme on s’y attend, cette loi ne dépend pas des unités de
mesure utilisées pour collecter les données, alors cette loi
ne peut être que celle de Benford. Un résultat analogue
concernant le changement de base de numération a été
démontré par T. Hill en 1995. Ces deux résultats, associés
à ceux sur les mesures cités plus haut, établissent de manière
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L ’ analyse des chiffres (digital analysis), discipline
récente, s’assure de la cohérence interne et de la
vraisemblance de grandes quantités de données

numériques. Elle explore systématiquement les chiffres des séries
étudiées pour y repérer des anomalies de fréquence signifiant
souvent que les données ont été manipulées, falsifiées ou inven-
tées. La loi de Benford est un outil de cette discipline (voir :
http://www.aicpa.org/pubs/jofa/may1999/nigrini.htm)

Ce type d'analyse a été utilisé avec succès par les services
fiscaux américains pour repérer des fraudeurs. Récemment une
étude statistique minutieuse a été menée par A. Saville sur les
données fournies par 34 entreprises dont 17 étaient connues pour
avoir manipulé leurs comptes. Une pure analyse des chiffres, en
se limitant aux séries dont il était présumé qu'elles devaient
vérifier la loi de Benford (ce n'est pas le cas de toutes les séries)
a conduit à identifier les 17 entreprises classées suspectes. Le
test n'est cependant pas parfait, puisque quatre autres entrepri-
ses a priori non suspectes ont aussi été désignées par les tests.
Voir Adrian Saville, Using Benford's Law to Detect Data Error and
Fraud, South African Journal of Economic and Management
Sciences, 2006, pp. 341-354.

4. La détection des fraudes
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Les chercheurs ont également examiné, (voir ci-dessous),
le premier chiffre (a et c) et le deuxième chiffre (b et d) du coef-
ficient de corrélation de données réelles publiées dans un jour-
nal américain de sociologie (http://ideas.repec.org/e/pdi71.html),
et de données trafiquées. La tricherie est bien visible sur le
second chiffre.
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