
nécessairement quand on augmente le nombre des données
examinées, la loi de Benford pour de nombreuses séries numé-
riques réelles est pertinente en première approximation et
bien meilleure que l’attribution d’une probabilité de 1/9 à cha-
que chiffre que nous souffle l’intuition. Pourquoi cela ?

Suites mathématiques et Benford
Considérons d’abord les suites purement mathématiques
pour lesquelles un ensemble de résultats, certains récents,
éclaire la règle et ses exceptions.

En 1968, le mathématicien russe Vladimir Arnold, asso-
cié à André Avez, démontra que la suite numérique (2n) satis-
fait la loi de Benford à l’infini, dans le sens suivant : la proportion
des éléments de la suite considérée jusqu’à n, dont le pre-
mier chiffre est 1, tend vers log10(2) quand n tend vers l’in-
fini, conformément à la loi de Benford et il en va de même
pour les autres chiffres c pour lesquels la limite est bien le
log10(1 + 1/c) attendu.

Ce résultat a depuis été généralisé. On a d’abord montré
que la suite (rn), r étant un nombre réel positif, satisfait la loi de
Benford à l’infini pourvu que log10(r) ne soit pas un nombre
rationnel (c’est-à-dire un rapport de deux entiers). Les suites
(3n), (4n), (5n) satisfont donc la loi de Benford, alors que (10n)
et (√10)n ne la satisfont pas, ce qu’il est facile de constater.

En 2005, Paul Jolissaint de l’Institut de mathématiques
de Neuchâtel a démontré un résultat général concernant les
suites définies par une relation de récurrence du type
x(n) = a1x(n – 1) + a2x(n – 2) + ... + apx(n – p). Ce résultat
indique que la suite de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... (définie
par x(0) = x(1) = 1 et x(n) = x(n – 1) + x(n – 2)) satisfait la loi
de Benford à l’infini. Le résultat s’applique aussi à la suite
obtenue en ne retenant qu’un élément sur deux de ces sui-
tes ou en ne retenant que les éléments dont le numéro est
un carré parfait, et plus généralement à toutes les suites extrai-
tes en ne retenant que les termes dont le numéro est donné
par un polynôme (fixé) à coefficients entiers ne prenant que
des valeurs positives différentes. Il est remarquable que la
démonstration de ce beau théorème s’appuie sur un résul-
tat de 1916 dû au mathématicien Hermann Weyl (1885-1955).

D’autres démonstrations récentes établissent que les sui-
tes n ! et nn satisfont aussi parfaitement la loi de Benford à l’in-
fini. Les coefficients du binôme de Newton (qu’on trouve dans
le triangle de Pascal) satisfont eux aussi la loi de Benford.
Nous savons encore que si (xn) satisfait la loi de Benford, il en
va de même de (cxn), c constante positive quelconque, ou même
de (x n

p ), p étant un entier quelconque non nul.
En revanche, il a été démontré que, pour b positif et pn le

n-ième nombre premier, aucune des suites :(b, 2b, 3b,..., nb, ...),
(1, 2b, 3b,..., nb, ...), (logb1, logb2, logb3,..., logbn,...),
(1, 2, 3, 5,..., pn,...), (logb2, logb3, logb5,..., logbpn,...) ne vérifie
la loi de Benford parce que les fréquences associées aux chif-
fres ne convergent pas.

La table de constantes mathématiques que Simon Plouffe
collecte depuis de nombreuses années et qui contient
aujourd’hui plus d’un milliard de nombres est intéressante,
car elle satisfait en gros la loi de Benford. S. Plouffe utilise
d’ailleurs cette loi pour détecter des erreurs qui pourraient s’y
glisser. Les exceptions en certains points à la loi s’expli-

quent par la façon dont il a engendré sa collection en s’inté-
ressant à des nombres particuliers.

Cesàro à la rescousse
Reste que les résultats qu’on obtient dans le monde parfait
des mathématiques ne justifient pas ce que Newcomb et Ben-
ford ont vu pour les séries de nombres provenant du monde
réel. Aussi de nombreuses études tentent d’expliquer
rationnellement l’étrange phénomène. Quatre types d’expli-
cations sont proposés.

Pour les numéros des maisons qu’on trouve dans des
adresses collectées dans un annuaire, et qui vérifient assez
bien la loi de Benford, une idée simple vient à l’esprit. Si une
rue possède 50 numéros, alors plus d’un cinquième des numé-
ros commencent par un 1 (à cause de 10, 11, 12,..., 19) ; si
elle en possède 20 ou 200, plus de la moitié des numéros
commencent par un 1. Il est donc parfaitement normal que
dans une rue dont la longueur est inconnue, on trouve en
moyenne plus souvent des numéros commençant par 1 que
par 9 (et plus généralement par le chiffre c que par c + 1).

Si on note f1(n) la fréquence des entiers commençant par 1
parmi les entiers compris entre 1 et n (de même on notera
f2(n) la fréquence pour le 2, f3(n) la fréquence pour le 3, etc.),
on s’aperçoit que la suite f1(n) n’est pas convergente et qu’elle
oscille indéfiniment entre 1/9 et 5/9. L’oscillation est de plus
en plus lente, mais son amplitude reste de 4/9. La suite f9(n)
oscille, elle, entre 1/81 et 1/9. Comment s’en sortir ?
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L es numéros des maisons dans les rues obéissent
à la loi de Benford à la condition de faire des
moyennes successives inventées par le mathé-

maticien Ernesto Cesàro (1859-1906). On désigne par
f1(n) la fréquence du chiffre 1 comme premier chiffre dans
la suite des n premiers nombres : 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21...

De même, f2(n) est la fréquence du chiffre 2 comme pre-
mier chiffre dans la suite des n premiers nombres :
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21...,
et ainsi de suite pour f3(n), f4(n), f5(n)..., f9(n).

On effectue alors la moyenne à la Cesàro des f1(n) :
s1(n) = [f1(1)+f1(2)+f1(3)+f1(4)+f1(5)+f1(6)+f1(7)+...+f1(n)]/n.

Et de même : 
s2(n) = [f2(1)+f2(2)+f2(3)+f2(4)+f2(5)+f2(6)+f2(7)+...+f2(n)]/n.
Puis on réitère pour les moyennes de Cesàro t1(n), t2(n) :
t1(n) = [s1(1)+s1(2)+s1(3)+s1(4)+s1(5)+s1(6)+s1(7)+...+s1(n)]/n,
et :
t2(n) = [s2(1)+s2(2)+s2(3)+s2(4)+s2(5)+s2(6)+s2(7)+...+s2(n)]/n.

La valeur de f1(n) varie entre 1/9 et 5/9 et la valeur de la
suite f9(n) entre 1/81 et 1/9. En continuant ainsi, on obtient
des valeurs qui oscillent de moins en moins, et B. Flehinger a
démontré qu’en poursuivant ces calculs de moyennes l’inter-
valle de variation de ces sommes se réduit, à l’infini, à la
valeur attendue, soit log10(2) pour celle associée au 1.

Cette convergence d’une suite à la Cesàro est une idée inté-
ressante dans la mesure où elle fait converger des suites qui
étaient divergentes. L’exemple souvent cité est la suite
01010101... qui converge vers 1/2 au sens de Cesàro.

3. Cesàro explique Benford!
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